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Представлен алгоритм вывода основного диффе�
ренциального уравнения теплопроводности непод�
вижной среды в цилиндрической системе коорди�
нат. Известны варианты данного уравнения для
одно� и двумерных осесимметричных температур�
ных полей. В данной работе показан наиболее об�
щий вид данного уравнения для трехмерного поля
и доказана тождественность двух уравнений в раз�
ных системах координат.  На примере одномерного
углового поля получены интегральные уравнения
теплопроводности для трех видов одномерных тем�
пературных полей по направлениям. Обоснована
применимость дифференциального уравнения в
цилиндрических координатах для описания тепло�
проводности плоской стенки.  Для случая движу�
щегося потока жидкости выведено дифференци�
альное уравнение конвективного теплообмена и
уравнение сплошности и неразрывности потока в
цилиндрических координатах.
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The paper considers the derivation of the basic
differential equation of thermal conductivity of a
stationary medium in a cylindrical coordinate system.
The sources mainly contain variants of this equation
for one� and two�dimensional axisymmetric
temperature fields. In this paper, the most general form
of this equation for a three�dimensional field is
obtained and the identity of the two equations in
different coordinate systems is shown, which confirms
the fundamental reliability and applicability of the
obtained equation. An example of a one�dimensional
angular field and integral equations of thermal
conductivity for three types of one�dimensional
temperature fields in directions are also given. The
applicability of the differential equation in cylindrical
coordinates to describe the thermal conductivity of a
flat wall is shown. The differential equation of
convective heat transfer and the equation of
continuity and continuity of the flow in cylindrical
coordinates are also given.
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Адекватное описание явлений теплопереда�
чи является очень важной задачей 1 как с теорети�
ческой позиции, так и с точки зрения практичес�
кого использования теплообменного и другого
технологического оборудования. Теплопередача
посредством теплопроводности в неподвижной
среде описывается основным дифференциальным
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уравнением теплопроводности, которое в наибо�
лее общем виде выглядит так:

( )
tt t

ct yx z F
x y z

λλ λρ
τ

⎛ ⎞∂∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠ ⎝ ∂ ⎠ ⎝ ⎠∂ ∂= + + +
∂ ∂ ∂ ∂

  (1)

где F = F(x,y,z) – плотность тепловых источников.
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При λ, ρ, с = const данное уравнение переходит 
в уравнение (2) 2: 

 

2t a t
τ

∂ = ∇
∂

                               (2), 

где a= λ/(ρс) – коэффициент температуро�

проводности. 
 
Данное уравнение является универсальным в 

фундаментальном смысле, поскольку может быть 
получено не только в скалярной форме при выде�
лении элементарного объема в виде прямоугольно�
го параллелепипеда, но и векторной – при выделе�
нии объема произвольной формы. Однако анали�
тическое решение из него возможно получить 
только для одномерного поля. Таким способом 
удается получить уравнение теплопроводности 
плоской стенки в интегральной форме, но невоз�
можно получить уравнение теплопроводности ци�
линдрической стенки, так как в декартовых коор�
динатах температурное поле не является одномер�
ным даже при допущении, что температура меняет�
ся только по толщине стеки. Для получения инте�
грального уравнения теплопроводности цилиндри�
ческой стенки применялось уравнение Фурье в 
своем исходном виде. 

Материалы и методы 

При описании процессов в цилиндрических 
телах, в том числе центрально�симметричных по�
лей, уместно использовать цилиндрическую систе�
му координат 3. Рассмотрим модель элементарного 
объема, представленную на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Элементарный цилиндрический объем 

 
Выделим входящие в элементарный объем и 

выходящие из него тепловые потоки по каждому из 
трех направлений: радиальному, вертикальному и 
угловому, и найдем их разности из уравнения Фу�
рье. Учитывая выражение для градиента в цилинд�
рических координатах, изменение сечения потока в 

радиальном направлении, а также пренебрегая бес�
конечно малыми слагаемыми более высокого по�
рядка, получаем такую сумму изменений тепловых 
потоков по всем трем направлениям: 

 

2

2

2 2

2 2

z R
tdQ dQ dQ dQ RdRdzd d

z
t tRdRd dzd d dRdzd dtd dzd
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∂ ∂
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Приравнивая это к изменению температуры 
элементарного объема RdRdϕdz за время dτ и со�
кращая одинаковые множители, получаем:  

 

2 2 2

2 2 2 2
1 1t t t t ta

R Rz R Rτ ϕ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ + + ⋅⎢ ⎥

∂ ∂∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
        (4) 

 

Данное выражение является основным диф�
ференциальным уравнением теплопроводности 
неподвижной среды в цилиндрических координа�
тах и связывает временное и конвективное (за счет 
изменения пространственной координаты) 4 при�
ращение температуры. Для стационарного процес�
са теплопередачи оно переходит в уравнение (5): 

 

2 2 2

2 2 2 2
1 1 0t t t t

R Rz R Rϕ
∂ ∂ ∂ ∂

+ ⋅ + + ⋅ =
∂∂ ∂ ∂

,           (5) 

 

что является уравнением Лапласа в цилиндриче�
ских координатах 5. Таким образом, данное урав�
нение равносильно стационарному варианту урав�
нения (2), а значит верно.  

Результаты и их обсуждение 

Ранее говорилось, что уравнение (1) и его ча�
стный случай (2) не позволяют получить аналити�
ческое решение для стационарной теплопроводно�
сти цилиндрической стенки при условии, что тем�
пература меняется только по толщине, поскольку в 
этом случае температурное поле не является одно�
мерным в декартовых координатах. В свою очередь 
уравнение (5) позволяет сделать это, так как в ци�
линдрической системе поле будет одномерным. 
Переходя к полным дифференциалам, получаем: 

 

2

2
dt d tR
dR dR

= −  

 

Решением данного дифференциального урав�
нения будет выражение: 

t = C1lnR + C2                            (6) 

Данное выражение является уравнением теп�
лопроводности цилиндрической стенки для одно�
мерного радиального температурного поля в инте�
гральной форме.  
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В литературе встречается информация о при�
менении цилиндрической системы координат для 
частных случаев решения задач о распределении 
температур в цилиндрических телах, однако во 
многих из них рассматриваются только одномер�
ные радиальные или двумерные (осесимметрич�
ные, по радиальному и линейному направлениям) 
поля 6–8, поскольку такие ситуации действительно 
очень распространены в промышленной практике. 
При этом температура принимается не зависящей 
от угла. Однако в некоторых случаях наблюдается 
также зависимость температуры от угловой коор�
динаты. В качестве примера можно привести тру�
бопровод с греющими кабелями или коаксиальны�
ми нагревателями 9. Иногда греющие кабели намо�
таны на трубы по спирали, и тогда температурное 
поле становится трехмерным (приходится также 
учитывать плотность источников тепла). В самом 
простом случае один греющий кабель проложен 
вдоль стенки трубы соосно (рис. 2) 10. 

 

 
 

 
Рис. 2. Трубопровод с соосным греющим кабелем 

 
В этом случае из выражения (5) получаем ли�

нейное уравнение зависимости температуры от 
угла: 

t = C1ϕ + C2                             (7) 

Линейное убывание температуры должно на�
блюдаться на отрезке [0; π] в обоих направлениях 
от источника тепла. Отметим, что данное уравне�
ние учитывает лишь теплопроводность самой стен�
ки, но не учитывает конвективную передачу тепла 
в среде теплоносителя внутри данной трубы, а 
также излучение, а значит справедливо только для 
пустой трубы, для которой также можно пренеб�
речь теплопередачей за счет изучения. 

Добавим, что основное дифференциальное 
уравнение теплопроводности, полученное в цилин�
дрических координатах, также может быть приме�
нено к стационарному режиму теплопроводности 
плоской стенки для случая, когда температура ме�
няется по толщине. Необходимо рассмотреть слу�

чай, когда направление температурного градиента 
параллельно оси z (ось перпендикулярна плоско�
сти стенки). Интегрируя уравнение (5), получаем 

 

t = C1z + C2,                               (8) 

 

то есть то же самое уравнение теплопроводности 
плоской стенки, которое следует из дифференци�
ального уравнения в декартовых координатах. 

Следует отметить, что пока нами была рас�
смотрена теплопроводность только неподвижной 
среды, а перевод уравнения конвективной тепло�
проводности в цилиндрические координаты для 
цилиндрических потоков также уместен 11. В газо� 
и нефтедобыче важной задачей является установ�
ление распределения температур в цилиндриче�
ском потоке газа либо смеси жидкостей 12 в сква�
жине, в общей технологической практике также 
необходимо знать распределение температур в по�
токе жидкости в трубах теплообменников и реак�
ционных аппаратов.  

Рассматривая ту же самую модель элементар�
ного цилиндрического объема, что и для непод�
вижной среды, получаем дифференциальное урав�
нение конвективного теплообмена: 

 

( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2 2 2
1 1

1z R R

t t t t ta
R Rz R R

w tw t w t w t
z R R R

ϕ

τ ϕ

ϕ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ + + ⋅ −⎢ ⎥

∂ ∂∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤∂∂ ∂⎢ ⎥− + + ⋅ +

∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

   (9) 

 

Массы жидкости, входящей в элементарный 
объем по направлению R за время dτ, и выходящей 
из него с противоположной стороны, с учетом из�
менения сечения потока, равны соответственно: 

 

R RM w Rd dzdρ ϕ τ=  

 
( ) ( )R

R dR R
w

M w dR R dR d dzd
R

ρ
ρ ϕ τ+

⎛ ⎞∂
= + +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

 
Приращение массы жидкости по направлению 

R составит 
 

( ) ( ) ( )

( )

2

R R R dR R

R R

R
R

dM M M w dRd dzd
w w

RdRd dzd dR d dzd
R R

w
w dRd dzd RdRd dzd ,

R

ρ ϕ τ
ρ ρ

ϕ τ ϕ τ

ρ
ρ ϕ τ ϕ τ

+= − = − −

∂ ∂
− − ≈

∂ ∂
∂

≈ − −
∂

  

 

поскольку слагаемое 
( ) ( )2Rw

dR d dzd
R

ρ
ϕ τ

∂
−

∂
 явля�

ется бесконечно малым высшего порядка. 
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Аналогично находим приращения массы по 
направлениям z и ϕ: 

( )

( )

z
z

w
dM RdRdzd d

z
w

dM dRd dzdϕ
ϕ

ρ
ϕ τ

ρ
ϕ τ

ϕ

∂
= −

∂
∂

= −
∂

 

Суммируя приращения по направлениям и прирав�
нивая это к приращению массы элементарного объема за 
счет изменения плотности, получаем: 

 

( ) ( ) ( )1 z RRw w ww
R z R R

ϕρ ρ ρρρ
τ ϕ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂∂ ⎢ ⎥= − ⋅ + + +
∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Для стационарного потока несжимаемой жид�
кости (ρ=const), получаем:  

 
1

0z R Rw w w w
R z R R

ϕ
ϕ

∂ ∂ ∂
⋅ + + + =

∂ ∂ ∂
 

Данное уравнение является уравнением 
сплошности и неразрывности потока несжимаемой 
жидкости и представляет собой дивергенцию век�
тора скорости в цилиндрических координатах 13, 
аналогично выражению  

 

0yx zww w
divw

x y z
∂∂ ∂

= + + =
∂ ∂ ∂

,  

являющемуся уравнением сплошности и нераз�
рывности потока несжимаемой жидкости в декар�
товых координатах. 

 
 

Раскрывая производные во втором слагаемом 
уравнения (9), получаем: 

( ) ( ) ( )1

1

1

z R R

z R R

z R

w tw t w t w t
z R R R

w w w w
t

R z R R
t t tw w w

R z R

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

∂∂ ∂
+ + ⋅ + =

∂ ∂ ∂
∂⎛ ⎞∂ ∂

= ⋅ + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∂ ∂ ∂

+ ⋅ + +
∂ ∂ ∂

       (10) 

Тогда с учетом (10) для неразрывного потока 
несжимаемой жидкости дифференциальное урав�
нение конвективного теплообмена (9) сводится к 
виду: 

2 2 2

2 2 2 2
1 1

1
z R

t t t t ta
R Rz R R

t t tw w w
R z dRϕ

τ ϕ

ϕ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ + + ⋅ −⎢ ⎥

∂ ∂∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤∂ ∂ ∂

− ⋅ + +⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

 (11) 

 
Таким образом, на основе модели элементар�

ного объема нами получено основное дифференци�
альное уравнение теплопроводности неподвижной 
среды в цилиндрических координатах, из которого 
можно вывести интегральную форму уравнения 
теплопроводности плоской стенки. Для случая 
движущегося потока жидкости выводится диффе�
ренциальное уравнение конвективного теплообме�
на и уравнение сплошности и неразрывности пото�
ка, также в цилиндрической системе координат. 
Все это демонстрирует универсальность и практи�
ческую применимость предложенной модели и по�
лученных уравнений. 
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